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工学と関数解析- 統一的視座のありがたみ

山 田 功

1. はじめに

人類史上最大の英知「微積分法」は，これを支え

る線形代数学と共に，現代のほとんどの学問領域

を貫く共通言語となっている。言い換えると，理

工系の数学リテラシー (微分積分学＋線形代数学＋

α)∗1）こそが，現代の細分化された学問領域 ∗2）の

垣根を飛び越えるためのパスポートなのである。

「自分が対峙している研究課題」を解決するヒン

ト2) は専門領域外の世界にあるかもしれない。数

学リテラシーさえ身につけていれば，専門領域外

の様々な問題を見つけることはできる。

しかし，専門領域外で見つけた様々な問題が，真

に自身の研究課題と関連しているかを見抜くこと

は容易でない。専門領域で培った堪やスキルが専

門領域外で通用するとは限らないからである。そ

こで，筆者は，工学の研究者がその関連性を発見す

る眼力を強化するために，関数解析の基本的な考

え方を早い時期に学ばれることをお奨めする ∗3）。

その理由を説明する前に，まず，「鶴亀算や旅人

算といった類の算術の問題が単純な連立方程式の

問題に帰着され，統一的に解けることをはじめて

知った日のこと」を想い出していただきたい。鶴

や亀，兎を主人公にした無数の問題群が，味も素っ

気もない xや y，zという変数間の方程式として形

*1） αには，複素関数論, 微分方程式, フーリエ解析, 確率統
計, 数値解析の他，いくつかの代数学や幾何学が入るだろう。

*2） 特に工学は，様々な制約条件の下で最適解を提供すること
が目的となるため，対象に文脈依存的にならざるを得ない1)。

*3） 筆者は工学者なので，とりあえず，”工学”と言っているの
だが，工学以外の研究にも有効だと信じている。

式的に表現された途端に，共通の原理で機械的に

解けてしまうことに驚き，「束の間の万能感」を味

わったのではないだろうか。数学では，味と素っ

気を削ぎ落すことにより，幾通りものシナリオに

共通する構造を浮かび上がらせる「抽象化」が進

化の原動力になっているが，「方程式との遭遇：(鶴

の足数,亀の足数) ⇒ (x, y)」は，我々が「抽象化

の恩恵」を感じとった貴重な共有体験に違いない。

現代のデータサイエンスや情報通信工学の研究

課題も数学リテラシーの言葉で表現されている。

このような分野の研究者にとって，現在享受可能

な「抽象化の恩恵」が「方程式との遭遇」に留ま

らないことは明らかである。仮に，抽象化の恩恵

で利用可能となった「新しい視座」が未解決の問

題群に応用され，これらの間に非自明な関係が発

見されれば，問題解決のチャンスは飛躍的に高ま

るに違いない。大学院生時代の筆者は，研究が思

うように進まないことに焦りを感じ，関連問題を

発見する眼力を強めたいと思っていた。思い悩む

日々の中で，ヒルベルト空間論のフレームワーク

が天才フォン・ノイマン ∗4）の手によって建設さ

れたことを知り，関数解析に強い興味を持つよう

になった ∗5）。さらに，Luenbergerの名著4) から

「工学の巨人達によって開拓されたキラ星のような

最適化原理や強力なアルゴリズムが，関数解析の

*4） 数学のみならず，量子力学，ゲーム理論，コンピュータサ
イエンスなど横断的分野で超人的な功績を遺した。

*5） 「現在の関数解析は，普及度においても整備のされ方にお
いても微積分法の兄貴株の位置にある。応用を目指す人達も
関数解析リテラシーを早目に身につけることをおすすめした
い」という大家のメッセージ3) にも勇気付けられた。
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応用例として，統一的視座から説明できること」

を知り，関数解析が「世の中の多様な問題の間に

潜む関連性の発見」に役立つことを確信するよう

になった。

以下では，筆者が専門分野 (信号処理, 最適化,

逆問題) で関わってきた「凸最適化問題や不動点

問題とそれらの応用事例」を題材とし，非線形関

数解析的視座5, 6) の一端をお伝えしたい。

2. 実ヒルベルト空間

実数値をとる内積が定義された実ベクトル空間

X を内積空間という ∗6）。完備な内積空間は実ヒ

ルベルト空間であるという ∗7）。小文の舞台は実ヒ

ルベルト空間 X である ∗8）。まず，注意していた

だきたいのは，「(ベクトル空間,内積) の組が上に

述べた条件を満たしさえすれば，どんなものでも

実ヒルベルト空間の一員を名乗る資格が与えられ

るという形式的事実」である。実際に「実ヒルベ

ルト空間X の構成例」は無数に知られており，「理
工系の数学リテラシー+β」の言葉で定義されて

いる (附録参照)。したがって，ひとたび「抽象化

された実ヒルベルト空間 X」に定義された問題に
強力な解法が発見されれば，すべての「実ヒルベ

ルト空間の構成例」にも応用可能となり，工学の

問題群に対する統一的解法に結実することも期待

できるのである。

*6） 関数 ⟨·, ·⟩ : X×X → Rは，すべてのベクトルx,y, z ∈ X
と α, β ∈ R に対して，「(i) ⟨x,y⟩ = ⟨y,x⟩, (ii)⟨x,x⟩ ≥ 0

と ⟨x,x⟩ = 0 ⇔ x = 0, (iii) ⟨αx + βy, z⟩ = α⟨x, z⟩ +
β⟨y, z⟩」を満足するとき，X の内積であるといい，関数
∥ · ∥ : x 7→

√
⟨x,x⟩ を内積から誘導されたノルムという。

*7） 東京工業大学工学院情報通信系では学部 3 年次に「関数
解析の統一的な考え方」に触れる講義を提供している。関数
解析の基本用語については，筆者の講義用テキスト7) を参
照されたい。

*8） 関数解析の書物の中には，実ヒルベルト空間にはほと
んど触れず，複素ヒルベルト空間のみを扱っているものも
多いのであるが，実は工学では実ヒルベルト空間のほう
が都合のよいことが多い。複素ヒルベルト空間で定義さ
れた複素内積 ⟨x,y⟩C ∈ C の実部をあらためて実内積
⟨x,y⟩ := ℜ

(
⟨x,y⟩C

)
として利用し，スカラーを R に

制限すれば，ベクトルの全体集合を変更することなく実ヒル
ベルト空間に修正できる事実を覚えておくとよい。

3. 凸性と非拡大性の恩恵と工学への応用例

イメージしやすいように，雑音の重畳によって

劣化した観測データ画像から劣化前の元画像を推

定する信号処理の逆問題 (Inverse Problems)∗9）

を考えてみよう。もちろん，元画像そのものが完

璧に復元できれば理想的であるが，我々にランダ

ム雑音のサイの目を完全に言い当てる能力は与え

られておらず，また，「我々の知識は常に皮相で

不完全なのである」11) から，現実的目標は「観測

データと所望画像の関係を説明するモデルへの整

合性」と「所望画像に関して利用可能な多様な事

前知識 ∗10）との整合性」を高いレベルで満たす画

像の集合 (以下，ターゲット集合 S とよぶ) に接

近するアルゴリズムの実現となる。256 × 256の

ピクセルを持つグレースケール画像を対象にする

場合には，1つの画像は 65536個の濃淡値を成分

とするベクトルに対応付けられるため，問題の舞

台となる実ヒルベルト空間として，ユークリッド

空間R65536を選べばよい。図 1は，画像復元アル

ゴリズムが「ターゲット集合」に接近していく点

列 xn ∈ R65536 (n = 1, 2, . . .)を生成する様子を

表している。実は，ガウスの「最小二乗推定」や

フーリエの「直交関数展開」の流れを汲む信号処

理では，これまで，ターゲット集合として「線形

部分空間を用いて表現できる集合」が選ばれるこ

とが多かった。筆者は，もしも今後の信号処理に

飛躍的進化があるとすれば，その鍵は「線形部分

空間では表現できない情報を精密表現する数理」

と「最適化のための数理」の大胆な融合にあると

睨んでいる。関数解析の統一的視座は，そのよう

な挑戦にとっても，強力な味方となってくれるに

違いない。この目的に適う数理の手がかりを得る

ために，「元画像も “究極のターゲット”として S

*9） 数理科学では，観測結果をもたらす原因となった元情報に
関する推定問題を逆問題と総称している10)。逆問題は自然
科学は元より，現代のデータサイエンスや工学にも広く見ら
れる共通課題となっている。例えば，「1846 年 9 月 23 日に
初めてその存在が確認された海王星」が「逆問題的アプロー
チが導いた予言」に基づいて発見されたことはよく知られて
いるし，現在，我々が恩恵に浴しているハイテク医療用画像
表示装置は逆問題ソルバーに他ならない。

*10） これらの知識は物理的性質，統計的性質，人間が抱く知覚
的特徴を表すこともあるし，不良設定問題に対する正則化等
の工夫を指す場合もある。
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図 1 画像復元アルゴリズムはターゲット集合に
接近する点列を生成する

に入っている (但し，どこにいるかは不明)」と仮

定し，「究極のターゲットに接近する戦略」を考え

てみよう。現時点の推定値 xn ∈ R65536が次の時

点で xn+1 := T̂ (xn) ∈ R65536 に更新されるとす

る。相当虫のよい話であるが，仮に

xn ̸∈ S なら，すべての z ∈ S に対して
∥T̂ (xn)− z∥ < ∥xn − z∥

xn ∈ S なら，̂T (xn) = xn

 (1)

を満たすルールによって更新できれば，S に所属
する「究極のターゲット」にも接近できるので，条

件 (1)を満足する写像 T̂ : R65536 → R65536 は強

力な計算ツールになることが期待できる (図 2参

照12, 13))。条件から，T̂ の不動点集合 Fix(T̂ ) :=

{z ∈ R65536 | T̂ (z) = z}は集合 S そのものにな
るが，一般に以下が成立する。

定理 1. 実ヒルベルト空間X 上の写像 T : X → X
が Fix(T ) = {z ∈ X | T (z) = z} ̸= ∅と

すべての x ∈ X と z ∈ Fix(T )に対して

∥T (x)− z∥ ≤ ∥x− z∥

}
(2)

を満たすとき，以下が成立する。

(a) 不動点集合 Fix(T )は

Fix(T ) =∩
y∈X

{
x ∈ X | ⟨y − T (y),x⟩ ≤ ∥y∥2 − ∥T (y)∥2

2

}
のようにX の閉半空間の共通集合として表せる。

図 2 ターゲット集合への理想的な接近法：お腹
を空かせたサメは，きっとすべての小魚に
単調に接近したいと思うだろう。

(b) γ ∈ (0, 1)と恒等写像 IX : X → X を用いて，
新たな写像 T̂ := (1 − γ)IX + γT を定義する

と，Fix(T̂ ) = Fix(T )となり，すべての x ∈ X
とすべての z ∈ Fix(T )に対し，以下を満たす。

γ−1(1−γ)∥x−T̂ (x)∥2 ≤ ∥x−z∥2−∥T̂ (x)−z∥2.

注意 1. (定理 1からわかること)

(a) 条件 (2)は，すべての点 x ∈ X と T の不動

点 z ∈ Fix(T ) までの距離が，写像 T の作用

後に決して拡がらない条件「非拡大性」を表し

ている。この条件を満たす写像 T は準非拡大写

像 (quasi-nonexpansive operator)であるとい

う (注：条件 (1)を満たす T̂ も準非拡大写像)。

定理 1(a)は，準非拡大写像の不動点集合が閉凸

集合になることを教えてくれる7) (⇒ターゲット

集合を閉凸集合に選ぶことは，そこに住む全ベ

クトルへの単調接近を実現するための必要条件

になっている)。

(b) 一般に条件 (1)を満足する虫のよい写像 T̂ は

アトラクト写像 (attracting operator)であると

いう。定理 1(b)から，準非拡大写像 T は，IX

と内分点をとることにより，不動点集合を変更

することなく，アトラクト写像 T̂ に修正できる

ことがわかる13, 14)。

ところで，ターゲット集合 S は多種多様な条
件を同時に満たす画像の集合であるから，その形

状は複雑になることが予想される。このことは，

S = Fix(T )を満たす準非拡大写像 T に要する計
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算コストの増加を招き，「T を計算ツールとして活

用する基本戦略」の弱点になりかねない。そこで，

ターゲット集合が S =
∩m

i=1 Siのように有限個の

閉凸集合 Si (i = 1, 2, . . . ,m)の共通集合として

分解表現でき，各 Si には Si = Fix(Ti) となる効

率的計算可能 (例えば，有限回の四則演算で計算

可能)な準非拡大写像 Ti : X → X が与えられて
いる状況を仮定しよう ∗11）。このとき，以下が成

立する。

定理 2. (共通不動点集合を持つ準非拡大写像

の構成14)) 準非拡大写像 Ti : X → X (i =

1, 2, . . . ,m)の不動点集合が，
∩m

i=1 Fix(Ti) ̸= ∅
を満たすとき

(a)
∑m

i=1 wi = 1を満たすwi > 0(i = 1, . . . ,m)

に対して，T :=
∑m

i=1 wiTi は準非拡大写像とな

り，Fix(T ) =
∩m

i=1 Fix(Ti)となる (附録参照)。

(b) Ti (i = 1, 2, . . . ,m)がアトラクト写像であれ

ば，T := TmTm−1 · · ·T1 もアトラクト写像と

なり，Fix(T ) =
∩m

i=1 Fix(Ti)となる。

注意 2. (定理 2からわかること) 複数の集合の共

通集合をとる演算は，「候補の絞り込み」を実現する

ため，あらゆる推定問題の解法に組み込まれるべ

き基本機能であるが，無限集合の共通集合の精密

表現を与えることは決して容易なことでない ∗12）。

定理 2(a)，(b)は，Ti (i = 1, 2, . . . ,m)を使って，

集合 S =
∩m

i=1 Fix(Ti)を不動点集合に持つ準非

拡大写像 T が容易に構成でき，S を精密表現する
言語として活用できることを示している。

以上の状況証拠から，筆者には準非拡大写像が

「ターゲット集合を不動点表現するための宝の山」

に見えて仕方がないのであるが，大域的連続性が保

証されない険しい山でもある。以下では欲張らず，

(∀x,y ∈ X ) ∥T (x)− T (y)∥ ≤ ∥x− y∥

を満たす非拡大写像 (nonexpansive operator)に

*11） 例えば，凸最適化問題の解集合を不動点集合に持つ非拡大
写像は多数発見されており (例 1 参照)，Ti として利用でき
るので，この仮定は現実的である。

*12） 例えば，代数幾何では，代数多様体をイデアルによって間
接表現する方針がとられており，複数の代数多様体間の集合
演算はイデアル間の演算に翻訳されている15) 。

絞って話を進める ∗13）(注：非拡大写像 T は，不動

点を持つとき，条件 (2)を満たす ∗14）)。

例 1. (非拡大写像の例)

(a) (近接写像23)) f ∈ Γ0(X )に対して ∗15），

f
(
proxf (x)

)
+

1

2

∥∥x− proxf (x)
∥∥2

= min
y∈X

(
f(y) +

1

2
∥x− y∥2

)
を達成する唯一のベクトル proxf (x) ∈ X が存
在する。写像 x 7→ proxf (x) は，「f の近接写

像 (proximity operator)∗16）」といい，f が最

小値を持つとき，Fix(proxf ) = argmin f(X )

となる。proxf と 2proxf − IX は共に非拡大

写像となる。特に，空でない閉凸集合 C ⊂ X
に対して，関数 iC ∈ Γ0(X ) (x ∈ C のとき，

iC(x) = 0, x ̸∈ C のとき，iC(x) = ∞)の近

接写像は proxiC = PC (C 上への凸射影7))に

なる。

(b) 有界線形作用素 A : X1 → X2 が与えら

れるとき，f ∈ Γ0(X1) と g ∈ Γ0(X2) の

近接写像を組み合わせて非拡大写像 T を構成

し，Fix(T ) を用いて，凸最適化問題の解集合

argmin(f + g ◦A)(X1) ̸= ∅を表現する非自明
な方法が多数開発されている (例 2(a),(b)の構

成法によって実現される実ヒルベルト空間の豊

かな表現力と凸解析学の双対理論が駆使されて

いる)13, 21, 23, 26, 27)。

注意 3. (例 1の応用について)

*13） 筆者らは，劣勾配射影 (大域的連続性が仮定できない準非
拡大写像の例) を計算ツールとして，「非負凸関数列の漸近最
小化問題」や「凸最適化問題」の解法アルゴリズムを開発し，
多くの信号処理問題に応用してきた13, 14, 16)。適応射影劣
勾配法16) の応用事例を紹介した解説論文17) は 2014 IEEE

Signal Processing Magazine Best Paper Award に選定
されている。

*14） 非拡大写像は，その不動点集合によって，「空集合を含むす
べての閉凸集合」を表現できる。1 未満のリプシッツ定数を
持つ「縮小写像」に唯一の不動点が存在する事実 (バナッハ-

ピカールの不動点定理7)) とは様相が一変していることに注
意されたい。

*15） 凸関数 f : X → (−∞,∞] は，dom(f) := {x ∈ X |
f(x) < ∞} ̸= ∅ を満たし，すべての a ∈ R に対して
lev≤af := {x ∈ X | f(x) ≤ a} が閉集合になるとき，
f ∈ Γ0(X ) であるという。

*16） proxf は，劣微分 ∂f のレゾルベント5) (IX + ∂f)−1 に
他ならない。
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(a) 有限次元部分空間上への凸射影 (この場合

は直交射影になる) の計算」は，正規方程式に

帰着され，多種多様な最小二乗推定の共通原

理となっている4, 7)。カルマンフィルタ18) は，⊕
i∈I L

2(Ω,F , P ) (|I| < ∞，例 2(a),(e)参照)

の増大部分空間列への直交射影計算によって「離

散時間線形確率システムの状態ベクトルに対す

る最良推定」を実現している。一方，フォン・ノ

イマンの交互直交射影法19)も著しい進化を遂げ

ており，現在，凸射影は逆問題の解法に不可欠

な計算ツールとなっている20)。

(b) 微分不可能な点を持つ凸関数にも近接写像が

容易に計算できる例が多数発見されており (例:

ベクトルの ℓ1ノルムや行列の核ノルムなど)21)，

「スパース性を活用した信号処理やデータ解析」

で極めて重要な意味を持つ凸最適化問題の解集

合が，「計算可能な非拡大写像 T」の不動点集合

を用いて，精密表現可能となっている13, 26, 27)。

２つの不動点近似アルゴリズムを紹介しておく。

定理 3. (非拡大写像の不動点近似アルゴリズム)

非拡大写像 T : X → X が空でない不動点集合
Fix(T )を持つとき，以下が成立する．

(a) (クラスノセルスキィ-マン のアルゴリズム
23, 24)) (ζn)n≥0 ⊂ [0, 1]を

∑
n≥0 ζn(1 − ζn) =

∞を満足するように選び，任意の初期値 x0 ∈ X
から点列 (xn)n≥0 ⊂ X を

xn+1 := (1− ζn)xn + ζnT (xn)

によって生成すると，Fix(T )中の 1点 (ここで

は z ∈ Fix(T ) とよんでおく) に弱収束7) する

(注：z は x0 と (ζn)n≥0 の選択に依存)。

(b) (ハイブリッド最急降下法13, 22)) 凸関数 J :

X → Rは，ガトー微分可能7)で，∇J : X → X
が T (X ) := {T (x) | x ∈ X} 上で強単調7)

かつリプシッツ連続であるとする。このとき，

(λn)n≥1 ⊂ [0,∞) を (i) lim
n→∞

λn = 0, (ii)∑
n≥1

λn = ∞, (iii)
∑
n≥1

|λn − λn+1| < ∞ を同

時に満足するように選び ∗17），任意の初期値

x0 ∈ X から点列 (xn)n≥0 ⊂ X を

*17） 例えば，λn := 1
n (n = 1, 2, 3, . . .) とすればよい。

xn+1 := T (xn)− λn+1∇J(T (xn))

で生成すると,Fix(T )上で J を最小化する唯一

の点x∗ ∈ argmin J (Fix(T )) に強収束7)する。

注意 4. (定理 3について)

(a) 最近，信号処理やデータサイエンスの分野

では情報に潜むスパース性や全変動量 (Total

Variation) を活用した推定問題が注目されて

いる ∗18）。これらの推定問題の多くは，X2 :=⊕
i∈I Hi (|I| < ∞，例 2(a)参照)とおくこと

により，例 1(b)で触れたタイプの凸最適化問題

min(f + g ◦A)に帰着できることが知られてい

る。実はこのタイプの最適化を担っているのは，

定理 3(a)の上に構築された近接分解法 (Proxi-

mal Splitting Method)と総称される強力な凸

最適化アルゴリズム群 (例: ADMM, Forward-

Backward Splitting25), Primal-dual Splitting

等)である。実際に例 1(b)と注意 3(b)で触れ

た非拡大写像 T に定理 3(a)を適用すると近接

分解法の多くが統一的に導出できる13, 26, 27)。

(b) X が高次元空間であるとき (例：画像信号処

理)，Fix(T )に所属するベクトル間にも大きな

違いが出てくるはずである。定理 3(a)のアルゴ

リズムは不特定の不動点に収束させる機能しか

備えていないので，他のすべての不動点と比較

し，何らかの基準で最良の不動点を選択する要

請には応えられない (図 3)。ハイブリッド最急

降下法は，「Fix(T )上で凸関数 J を最小化する

機能をはじめて具現化した汎用アルゴリズム」

であり ∗19），長年困難視されてきた「階層構造

を持つ凸最適化問題」(図 3参照)の解法にも直

結している13, 26, 27)。

A. 附録

例 2. (実ヒルベルト空間の構成例 ∗20）)

*18） 信号処理におけるスパース情報活用，圧縮センシング，行
列・テンソルの低ランク復元28) の他，新しい研究課題が爆
発的に生まれている。

*19） ハイブリッド最急降下法は定理 3(b) とは異なるシナリオ
(例：T の準非拡大写像化) や条件 (例：J の狭義凸性の緩
和) にも拡張されている13, 14)。

*20） ここで紹介できなかった工学的価値の高いヒルベルト空間
として再生核ヒルベルト空間9) があるので参考にされたい。
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図 3 「無限個の不動点から最高の不動点を選ぶ
問題」は「試し割りせずに，最高のメッセー
ジが入ったフォーチュン・クッキーを選ぶ
魔法の問題」にも似てチャレンジングだ。

(a) 各 i ∈ I ⊂ N に対して実ヒルベルト空間
(Hi, ⟨·, ·⟩i, ∥ · ∥i)が与えられているとき，⊕

i∈I

Hi :=

{
x = (xi)i∈I ∈ ×

i∈I
Hi |

∑
i∈I

∥xi∥2i < ∞

}

に加算 (x,y) 7→ (xi+yi)i∈I とスカラー倍演算

(α,x) 7→ (αxi)i∈I を定義すると
⊕

i∈I Hi は，

内積 (x,y) 7→
∑

i∈I⟨xi, yi⟩ の下で，新しい実
ヒルベルト空間になる。例えば，すべての i ∈ I

で Hi = R(1次元ユークリッド空間)となると

き，ℓ2(I) =
⊕

i∈I R となり，x = (ξi)i∈I と

y = (ηi)i∈I の内積は，(x,y) 7→
∑

i∈I ξiηi と

なる。特に I = {1, 2, . . . , N} のとき，ℓ2(I)は

N 次元ユークリッド空間になる。

(b) 実ヒルベルト空間 (H, ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥)の有界な自
己共役作用素7) Q : H → Hが (∃κ > 0, ∀x ∈
H) ⟨x, Qx⟩ ≥ κ∥x∥2 を満たすとき，Hは新し
い内積 (x,y) 7→ ⟨x, Qy⟩ の下でも実ヒルベル
ト空間になる。

(c) 完備 ∗21）な測度空間 (Ω,F , µ) と可分7) な

実ヒルベルト空間 (H, ⟨·, ·⟩H, ∥ · ∥H) が与えら
れるとき，

∫
Ω
∥x(ω)∥2Hdµ(ω) < ∞ を満たす

可測関数 ∗22）x : Ω → H は，x : Ω → H

*21） 「U ∈ F が µ(U) = 0 であるとき，V ⊂ U ⇒ V ∈ F」
が成立する測度空間 (Ω,F, µ) は完備であるという。距離空
間の完備性 (コーシー列の収束が保証されること) とは意味
が異なることに注意されたい。

*22） Hの開集合族から可算回の和集合演算，共通集合演算，補
集合演算をとることによって得られる部分集合族 B(H) を

の同値類 (「x ≡ y」⇔ 「C := {ω ∈ Ω |
x(ω) ̸= y(ω)} ∈ F かつ µ(C) = 0」⇔
「x と y は測度 µ に関して，ほとんど至る所

で等しい」)の集合 L2 ((Ω,F , µ); H)は，内積

(x, y) 7→
∫
Ω
⟨x(ω), y(ω)⟩Hdµ(ω)の下で実ヒル

ベルト空間になる6)。

(d) 特に，(c) で，Ω := (0, T )(⊂ R)，µ

をルベーグ測度とすれば，内積 (x, y) 7→∫ T

0
⟨x(t), y(t)⟩Hdt の下，実ヒルベルト空間

L2((0, T ); H)が得られる。特に，H := R とす
れば，古典的なルベーグ空間 L2(0, T )になる。

(e) 特に，(c)で，H := R，測度空間として確率空
間 (Ω,F , P ) (つまり，P はP (Ω) = 1となる測

度)を選ぶと，確率変数は可測関数 X : Ω → R
となり，X が可積分であるとき，その平均値は

EX :=
∫
Ω
X(ω)P (dω)で与えられる。この意

味で E|X|2 :=
∫
Ω
|X(ω)|2dP (ω) < ∞ を満た

す確率変数 (有限な 2次モーメントを持つ確率

変数)の同値類 (「X ≡ Y」⇔「Xと Y は，ほ

とんど確実に等しい」)の集合 L2(Ω,F , P ) :=

L2 ((Ω,F , P );R)は実ヒルベルト空間になる。
(f) (d)で定義した L2(0, T )の部分空間

W 1,2(0, T ) :=
{
x ∈ L2(0, T ) | x′ ∈ L2(0, T ),

但し x′ は xの弱導関数8)}

は内積

(x, y) 7→
∫ T

0

x(t)y(t)dt+

∫ T

0

x′(t)y′(t)dt

の下で実ヒルベルト空間になる。

定理 2(a)の証明

一般の場合は，帰納法によってm = 2の場合に

帰着できるので，w ∈ (0, 1) に対して，「Fix(T1)∩
Fix(T2) = Fix ((1− w)T1 + wT2)」を示せば十

分。Fix(T1)∩Fix(T2) ⊂ Fix ((1− w)T1 + wT2)

は直ちに確認できるので，以下，z ∈ Fix(T1) ∩
Fix(T2) を１つ固定し,「z̄ ∈ Fix((1 − w)T1 +

wT2) \ {z} ⇒ z̄ ∈ Fix(T1) ∩ Fix(T2)」を示す。

三角不等式と準非拡大性より，

H のボレル集合体という。すべての B ∈ B(H) に対して
x−1(B) := {ω ∈ Ω | x(ω) ∈ B} ∈ F となるとき，x は
可測関数であるという。
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∥z̄ − z∥

= ∥(1− w)T1(z̄) + wT2(z̄)− (1− w)z − wz∥

≤ (1− w)∥T1(z̄)− z∥+ w∥T2(z̄)− z∥

≤ (1− w)∥z̄ − z∥+ w∥z̄ − z∥ = ∥z̄ − z∥

となるので，第 2の不等式の等号成立条件から

∥T1(z̄)−z∥ = ∥T2(z̄)−z∥ = ∥z̄−z∥ (A.1)

を得る。第１の不等式の等号成立条件は三角不等

式の等号成立条件7) となり，式 (A.1)を使うと

∥T2(z̄)− z∥(T1(z̄)− z) = ∥T1(z̄)− z∥(T2(z̄)− z)

⇒ T1(z̄) = T2(z̄)

も確かめられる。最後に z̄ の選び方に注意すれば，

z̄ = ((1− w)T1 + wT2) (z̄)

= (1− w)T1(z̄) + wT1(z̄) = T1(z̄) = T2(z̄)

となり，z̄ ∈ Fix(T1) ∩ Fix(T2) が示された。
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